
数理計画論
第7回目

• 双対問題



双対問題（導入）
• 線形計画問題の最大化問題を考えてみる
目的関数 𝒛𝒛 = 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟏𝟏 + 𝟑𝟑𝒙𝒙𝟐𝟐 最大化
制約条件 𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 ≤2               ①

𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟏𝟏𝟏𝟏 ② (問題１）
6𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟒𝟒𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟕𝟕 ③
𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐 ≥ 𝟎𝟎



双対問題（導入）



双対問題（導入）
• 線形計画問題の最大化問題を考えてみる
目的関数 𝒛𝒛 = 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟏𝟏 + 𝟑𝟑𝒙𝒙𝟐𝟐 最大化
制約条件 𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 ≤ 𝟐𝟐 ①

𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟏𝟏𝟏𝟏 ② (問題１）
6𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟒𝟒𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟕𝟕 ③
𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐 ≥ 𝟎𝟎

(2)

(1)



双対問題（導入）
• 線形計画問題の最大化問題を考えてみる
目的関数 𝒛𝒛 = 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟏𝟏 + 𝟑𝟑𝒙𝒙𝟐𝟐   最大化
制約条件 𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 ≤ 𝟐𝟐 ①

𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟏𝟏𝟏𝟏 ② (問題１）
6𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟒𝟒𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟕𝟕  ③
𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐 ≥ 𝟎𝟎



双対問題（導入）
新変数𝝀𝝀𝟏𝟏,𝝀𝝀𝟐𝟐,𝝀𝝀𝟑𝟑の最適化問題を考えてみる
目的関数 𝒘𝒘 = 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏𝝀𝝀𝟐𝟐 + 𝟕𝟕𝝀𝝀𝟑𝟑 最小化
制約条件 λ𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏λ𝟐𝟐 + 𝟔𝟔λ𝟑𝟑 ≥ 𝟒𝟒

𝟐𝟐λ𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏λ𝟐𝟐 + 𝟒𝟒λ𝟑𝟑 ≥ 𝟑𝟑 (問題２）
𝝀𝝀𝟏𝟏,𝝀𝝀𝟐𝟐,𝝀𝝀𝟑𝟑 ≥ 𝟎𝟎

• 線形計画問題の最大化問題を考えてみる
目的関数 𝒛𝒛 = 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟏𝟏 + 𝟑𝟑𝒙𝒙𝟐𝟐   最大化
制約条件 𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 ≤ 𝟐𝟐 ①

𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟏𝟏𝟏𝟏 ② (問題１）
6𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟒𝟒𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟕𝟕  ③
𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐 ≥ 𝟎𝟎

(問題１)の目的関数 (問題2)の目的関数



双対問題（導入）
新変数𝝀𝝀𝟏𝟏,𝝀𝝀𝟐𝟐,𝝀𝝀𝟑𝟑の最適化問題を考えてみる
目的関数 𝒘𝒘 = 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏𝝀𝝀𝟐𝟐 + 𝟕𝟕𝝀𝝀𝟑𝟑 最小化
制約条件 λ𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏λ𝟐𝟐 + 𝟔𝟔λ𝟑𝟑 ≥ 𝟒𝟒

𝟐𝟐λ𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏λ𝟐𝟐 + 𝟒𝟒λ𝟑𝟑 ≥ 𝟑𝟑 (問題２）
𝝀𝝀𝟏𝟏,𝝀𝝀𝟐𝟐,𝝀𝝀𝟑𝟑 ≥ 𝟎𝟎

線形計画問題の最大化問題を考えてみる
目的関数 𝒛𝒛 = 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟏𝟏 + 𝟑𝟑𝒙𝒙𝟐𝟐   最大化
制約条件 𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 ≤4               ①

𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟏𝟏𝟏𝟏 ② (問題１）
6𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟐𝟐 ≤ 𝟕𝟕  ③
𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐 ≥ 𝟎𝟎

シンプレックス法で、最適解は:
𝒙𝒙𝟏𝟏 =

𝟓𝟓
𝟔𝟔 , 𝒙𝒙𝟐𝟐 =

𝟏𝟏
𝟐𝟐

目的関数値  𝒛𝒛 = 𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟔𝟔

２段階法で、最適解は:
𝝀𝝀𝟏𝟏 = 𝟎𝟎, 𝝀𝝀𝟐𝟐 =

𝟏𝟏
𝟑𝟑𝟑𝟑 , 𝝀𝝀𝟑𝟑 =

𝟑𝟑
𝟓𝟓

目的関数値 𝒘𝒘 = 𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟔𝟔

𝒛𝒛 = 𝒘𝒘 =
𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟔𝟔

Tomoya Kitamura

Tomoya Kitamura



双対問題（導入）
新変数𝝀𝝀𝟏𝟏,𝝀𝝀𝟐𝟐,𝝀𝝀𝟑𝟑の最適化問題を考えてみる
目的関数 𝒘𝒘 = 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏𝝀𝝀𝟐𝟐 + 𝟕𝟕𝝀𝝀𝟑𝟑 最小化
制約条件 λ𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏λ𝟐𝟐 + 𝟔𝟔λ𝟑𝟑 ≥ 𝟒𝟒

𝟐𝟐λ𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏λ𝟐𝟐 + 𝟒𝟒λ𝟑𝟑 ≥ 𝟑𝟑 (問題２）
𝝀𝝀𝟏𝟏,𝝀𝝀𝟐𝟐,𝝀𝝀𝟑𝟑 ≥ 𝟎𝟎

線形計画問題の最大化問題を考えてみる
目的関数 𝒛𝒛 = 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟏𝟏 + 𝟑𝟑𝒙𝒙𝟐𝟐   最大化
制約条件 𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 ≤4               ①

𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟏𝟏𝟏𝟏 ② (問題１）
6𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟐𝟐 ≤ 𝟕𝟕  ③
𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐 ≥ 𝟎𝟎

シンプレックス法で、最適解は:
𝒙𝒙𝟏𝟏 =

𝟓𝟓
𝟔𝟔 , 𝒙𝒙𝟐𝟐 =

𝟏𝟏
𝟐𝟐

目的関数値  𝒛𝒛 = 𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟔𝟔

２段階法で、最適解は:
𝝀𝝀𝟏𝟏 = 𝟎𝟎, 𝝀𝝀𝟐𝟐 =

𝟏𝟏
𝟑𝟑𝟑𝟑 , 𝝀𝝀𝟑𝟑 =

𝟑𝟑
𝟓𝟓

目的関数値 𝒘𝒘 = 𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟔𝟔

𝒛𝒛 = 𝒘𝒘 =
𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟔𝟔

λ𝟏𝟏 (𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝟐𝟐) = 𝟎𝟎
λ𝟐𝟐 (𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟏𝟏𝟏𝟏) = 𝟎𝟎
λ𝟑𝟑 (𝟔𝟔𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟐𝟐 − 𝟕𝟕) = 𝟎𝟎
𝒙𝒙𝟏𝟏 λ𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏λ𝟐𝟐 + 𝟔𝟔λ𝟑𝟑 − 𝟒𝟒 = 𝟎𝟎
𝒙𝒙𝟐𝟐(𝟐𝟐λ𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏λ𝟐𝟐 + 𝟒𝟒λ𝟑𝟑 − 𝟑𝟑 )=0

成立する



双対問題（導入）
新変数𝝀𝝀𝟏𝟏,𝝀𝝀𝟐𝟐,𝝀𝝀𝟑𝟑の最適化問題を考えてみる
目的関数 𝒘𝒘 = 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏𝝀𝝀𝟐𝟐 + 𝟕𝟕𝝀𝝀𝟑𝟑 最小化
制約条件 λ𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏λ𝟐𝟐 + 𝟔𝟔λ𝟑𝟑 ≥ 𝟒𝟒

𝟐𝟐λ𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏λ𝟐𝟐 + 𝟒𝟒λ𝟑𝟑 ≥ 𝟑𝟑 (問題２）
𝝀𝝀𝟏𝟏,𝝀𝝀𝟐𝟐,𝝀𝝀𝟑𝟑 ≥ 𝟎𝟎

線形計画問題の最大化問題を考えてみる
目的関数 𝒛𝒛 = 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟏𝟏 + 𝟑𝟑𝒙𝒙𝟐𝟐   最大化
制約条件 𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 ≤4               ①

𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟏𝟏𝟏𝟏 ② (問題１）
6𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟐𝟐 ≤ 𝟕𝟕  ③
𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐 ≥ 𝟎𝟎

シンプレックス法で、最適解は:
𝒙𝒙𝟏𝟏 =

𝟓𝟓
𝟔𝟔 , 𝒙𝒙𝟐𝟐 =

𝟏𝟏
𝟐𝟐

目的関数値  𝒛𝒛 = 𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟔𝟔

２段階法で、最適解は:
𝝀𝝀𝟏𝟏 = 𝟎𝟎, 𝝀𝝀𝟐𝟐 =

𝟏𝟏
𝟑𝟑𝟑𝟑 , 𝝀𝝀𝟑𝟑 =

𝟑𝟑
𝟓𝟓

目的関数値 𝒘𝒘 = 𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟔𝟔

𝒛𝒛 = 𝒘𝒘 =
𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟔𝟔

主問題 双対問題

双対問題 主問題

（問題１）と（問題２）はペアになっている



双対問題



双対問題



双対問題 （正準形）

主問題 双対問題
主問題と双対問題の対応

主問題 双対問題
費用ベクトル                𝒄𝒄𝑻𝑻 𝒃𝒃𝑻𝑻

変数ベクトル   𝒙𝒙 λ

右辺ベクトル b                   c

係数行列 A 𝑨𝑨𝑻𝑻



双対問題
• 線形計画問題（LP）の最適化問題の特徴

• n個の変数𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐,⋯ ,𝒙𝒙𝒏𝒏はすべて非負
• m個の制約条件及び目的関数zは変数𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐,⋯ ,𝒙𝒙𝒏𝒏の一次式になる

主問題（LP）
目的関数 𝒛𝒛 = 𝒄𝒄𝟏𝟏𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝒄𝒄𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + ⋯+ 𝒄𝒄𝒏𝒏𝒙𝒙𝒏𝒏 最大化
制約条件 𝒂𝒂𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝒂𝒂𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟐𝟐 + ⋯+ 𝒂𝒂𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝒏𝒏 ≤ 𝒃𝒃𝟏𝟏

𝒂𝒂𝟐𝟐𝟐𝟐𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝒂𝒂𝟐𝟐𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + ⋯+ 𝒂𝒂𝟐𝟐𝟐𝟐𝒙𝒙𝒏𝒏 ≤ 𝒃𝒃𝟐𝟐
⋮

𝒂𝒂𝒎𝒎𝒎𝒎𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝒂𝒂𝒎𝒎𝒎𝒎𝒙𝒙𝟐𝟐 + ⋯+ 𝒂𝒂𝒎𝒎𝒎𝒎𝒙𝒙𝒏𝒏 ≤ 𝒃𝒃𝒎𝒎
𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐,⋯ ,𝒙𝒙𝒏𝒏 ≥ 𝟎𝟎



双対問題
• LPの主問題に対する双対問題（dual problem, DP)

双対問題（DP）
目的関数 𝒘𝒘 = 𝒃𝒃𝟏𝟏𝒚𝒚𝟏𝟏 + 𝒃𝒃𝟐𝟐𝒚𝒚𝟐𝟐 + ⋯+ 𝒃𝒃𝒎𝒎𝒚𝒚𝒎𝒎 最小化
制約条件 𝒂𝒂𝟏𝟏𝟏𝟏𝒚𝒚𝟏𝟏 + 𝒂𝒂𝟐𝟐𝟐𝟐𝒚𝒚𝟐𝟐 + ⋯+ 𝒂𝒂𝒎𝒎𝒎𝒎𝒚𝒚𝒎𝒎 ≥ 𝒄𝒄𝟏𝟏

𝒂𝒂𝟏𝟏𝟐𝟐𝒚𝒚𝟏𝟏 + 𝒂𝒂𝟐𝟐𝟐𝟐𝒚𝒚𝟐𝟐 + ⋯+ 𝒂𝒂𝒎𝒎𝟐𝟐𝒚𝒚𝒎𝒎 ≥ 𝒄𝒄𝟐𝟐
⋮

𝒂𝒂𝟏𝟏𝒏𝒏𝒚𝒚𝟏𝟏 + 𝒂𝒂𝟐𝟐𝒏𝒏𝒚𝒚𝟐𝟐 + ⋯+ 𝒂𝒂𝒎𝒎𝒏𝒏𝒚𝒚𝒎𝒎 ≥ 𝒄𝒄𝒏𝒏
𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐,⋯ ,𝒚𝒚𝒎𝒎 ≥ 𝟎𝟎



双対問題（DP）の特徴
• 主問題のn個の変数𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐,⋯ ,𝒙𝒙𝒏𝒏がm個の変数𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐,⋯ ,𝒚𝒚𝒎𝒎に置き換わる
• 主問題のm個不等式制約条件がn個の不等式制約条件になっている
• 主問題と比べて不等式制約条件の不等号の向きが反対になっている
• 主問題の不等式制約条件の係数𝒂𝒂𝒊𝒊𝒊𝒊が𝒂𝒂𝒋𝒋𝒊𝒊に転置されている
• 主問題の目的関数𝒛𝒛の係数𝒄𝒄𝟏𝟏,𝒄𝒄𝟐𝟐,⋯ , 𝒄𝒄𝒏𝒏が、不等式制約条件の右辺の定数となっている
• 主問題の不等式制約条件の右辺の定数𝒃𝒃𝟏𝟏,𝒃𝒃𝟐𝟐,⋯ ,𝒃𝒃𝒎𝒎が、目的関数𝐰𝐰の係数になっている
• 主問題では目的関数𝐳𝐳を最大にするのに対して、目的関数𝐰𝐰を最小にする問題になっている

主問題
  目的関数   𝒛𝒛 = 𝒄𝒄𝑻𝑻𝒙𝒙  最大化
  制約条件   𝑨𝑨𝑨𝑨 ≤ 𝒃𝒃

𝒙𝒙 ≥ 𝟎𝟎

双対問題
  目的関数   𝐰𝐰 = 𝒃𝒃𝑻𝑻𝒚𝒚  最小化
  制約条件   𝑨𝑨𝑻𝑻𝒚𝒚 ≥ 𝒄𝒄



双対問題 【例題１】
次の線形計画問題の双対問題を構
成しなさい。
(LP)
目的関数 𝐳𝐳 = 𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 最大化
制約条件 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟏𝟏 − 𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟕𝟕

𝟑𝟑𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟏𝟏𝟏𝟏
−𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟏𝟏𝟏𝟏

𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐 ≥ 𝟎𝟎

• この問題をシンプレックス法で
解くことができる

• 不等式制約条件の双対変数を𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐,𝒚𝒚𝟑𝟑とする
• 目的関数を𝒘𝒘とする

（DP)
目的関数 𝐰𝐰 = 𝟕𝟕𝒚𝒚𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏𝒚𝒚𝟐𝟐 + 𝟏𝟏𝟖𝟖𝒚𝒚𝟑𝟑 最小化
制約条件 𝟐𝟐𝒚𝒚𝟏𝟏 + 𝟑𝟑𝒚𝒚𝟐𝟐 − 𝒚𝒚𝟑𝟑 ≥ 𝟏𝟏

-𝒚𝒚𝟏𝟏 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 + 𝟐𝟐𝒚𝒚𝟑𝟑 ≥ 𝟐𝟐
𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐,𝒚𝒚𝟑𝟑 ≥ 𝟎𝟎

• この双対問題を標準形に書き直して、人工
変数を導入した２段階法で解くことができ
る



双対問題【例題2】
ある工場で２種類の製品P1,P2を生産する。利益はそれぞれ３万
円、５万円である。資源の制約は以下の通りである。

• 資材A：P1は最大４個まで（P2は消費しない）
• 資材B：P2は最大６個まで（P1は消費しない）
• 資材C：P1を3個、P2を2個使うと合計18単位まで

① 製品数を𝑥𝑥1（P1の個数）、 𝑥𝑥2（P2の個数）として、利益最
大化問題を定式化しなさい（主問題）

② 上記の主問題に対する双対問題を書きなさい
③ 主問題の最適解と最適値を求めなさい
④ 双対問題の最適化と最適値を求めなさい



双対問題【例題2】
ある工場で２種類の製品P1,P2を生産する。利益はそれぞれ
３万円、５万円である。資源の制約は以下の通りである。

• 資材A：P1は最大４個まで（P2は消費しない）
• 資材B：P2は最大６個まで（P1は消費しない）
• 資材C：P1を3個、P2を2個使うと合計18単位まで

① 製品数を𝑥𝑥1（P1の個数）、 𝑥𝑥2（P2の個数）として、
利益最大化問題を定式化しなさい（主問題）

② 上記の主問題に対する双対問題を書きなさい
③ 主問題の最適解と最適値を求めなさい
④ 双対問題の最適化と最適値を求めなさい

① 利益最大化問題の定式化（主問題）
   目的関数 𝟑𝟑𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟓𝟓𝒙𝒙𝟐𝟐 最大化
   制約条件 𝒙𝒙𝟏𝟏 ≤ 𝟒𝟒

𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟔𝟔
                    𝟑𝟑𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟏𝟏𝟏𝟏

𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐 ≥ 𝟎𝟎

𝒄𝒄𝑻𝑻 = 𝟑𝟑, 𝟓𝟓 𝐀𝐀 =
𝟏𝟏 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟏𝟏
𝟑𝟑 𝟐𝟐

𝒃𝒃 =
𝟒𝟒
𝟔𝟔
𝟏𝟏𝟏𝟏

②双対問題
目的関数 𝟒𝟒𝒚𝒚𝟏𝟏 + 𝟔𝟔𝒚𝒚𝟐𝟐 + 𝟏𝟏𝟏𝟏𝒚𝒚𝟑𝟑 最小化

   制約条件 𝒚𝒚𝟏𝟏 + 𝟑𝟑𝒚𝒚𝟑𝟑 ≥ 𝟑𝟑
𝒚𝒚𝟐𝟐 + 𝟐𝟐𝒚𝒚𝟑𝟑 ≥ 𝟓𝟓
𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐,𝒚𝒚𝟑𝟑 ≥ 𝟎𝟎

主問題
  目的関数   𝒛𝒛 = 𝒄𝒄𝑻𝑻𝒙𝒙  最大化
  制約条件   𝑨𝑨𝑨𝑨 ≤ 𝒃𝒃

𝒙𝒙 ≥ 𝟎𝟎

双対問題
  目的関数   𝐰𝐰 = 𝒃𝒃𝑻𝑻𝒚𝒚  最小化
  制約条件   𝑨𝑨𝑻𝑻𝒚𝒚 ≥ 𝒄𝒄



双対問題【例題2】
③主問題の最適化解を求める（シンプレックス法を適用）

基底変数 その他 𝒙𝒙𝟏𝟏 𝒙𝒙𝟐𝟐 𝒚𝒚𝟏𝟏 𝒚𝒚𝟐𝟐 𝒚𝒚𝟑𝟑 比の計算
𝒛𝒛 0 3 5 0 0 0
𝒚𝒚𝟏𝟏 4 1 0 1 0 0
𝒚𝒚𝟐𝟐 6 0 1 0 1 0
𝒚𝒚𝟑𝟑 18 3 2 0 0 1

• 正準形の最大線形計画問題
目的関数 𝟑𝟑𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟓𝟓𝒙𝒙𝟐𝟐 最大化

   制約条件 𝒙𝒙𝟏𝟏 ≤ 𝟒𝟒
𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟔𝟔

                    𝟑𝟑𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 ≤ 𝟏𝟏𝟏𝟏
𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐 ≥ 𝟎𝟎

• 標準形の最小化問題に直す
𝐳𝐳 = −𝟑𝟑𝒙𝒙𝟏𝟏 − 𝟓𝟓𝒙𝒙𝟐𝟐 最小化
(𝐳𝐳 + 𝟑𝟑𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟓𝟓𝒙𝒙𝟐𝟐 = 𝟎𝟎)
𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝒚𝒚𝟏𝟏 = 𝟒𝟒
𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟔𝟔
𝟑𝟑𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟑𝟑 = 𝟏𝟏𝟏𝟏
𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐,𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐,𝒚𝒚𝟑𝟑 ≥ 𝟎𝟎

初期のシンプレックス表



双対問題【例題2】
③主問題の最適化解を求める（シンプレックス法を適用）
基底変数 その他 𝒙𝒙𝟏𝟏 𝒙𝒙𝟐𝟐 𝒚𝒚𝟏𝟏 𝒚𝒚𝟐𝟐 𝒚𝒚𝟑𝟑 比の計算

𝒛𝒛 0 3 5 0 0 0
𝒚𝒚𝟏𝟏 4 1 0 1 0 0 4/0=∞
𝒚𝒚𝟐𝟐 6 0 1 0 1 0 6/1=6
𝒚𝒚𝟑𝟑 18 3 2 0 0 1 18/2=9

• 標準形の最小化問題に直す
𝐳𝐳 = −𝟑𝟑𝒙𝒙𝟏𝟏 − 𝟓𝟓𝒙𝒙𝟐𝟐 最小化
𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝒚𝒚𝟏𝟏 = 𝟒𝟒
𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟔𝟔
𝟑𝟑𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟑𝟑 = 𝟏𝟏𝟏𝟏
𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐,𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐,𝒚𝒚𝟑𝟑 ≥ 𝟎𝟎

ピボットの変換(2回）

最適解
𝒙𝒙𝟏𝟏 = 𝟐𝟐, 𝒙𝒙𝟐𝟐= 𝟔𝟔

最適解の値
𝒛𝒛 = 𝟑𝟑𝟑𝟑

基底変数 その他 𝒙𝒙𝟏𝟏 𝒙𝒙𝟐𝟐 𝒚𝒚𝟏𝟏 𝒚𝒚𝟐𝟐 𝒚𝒚𝟑𝟑 比の計算
𝒛𝒛 -30 3 0 0 -5 0
𝒚𝒚𝟏𝟏 4 1 0 1 0 0 4/1=4
𝑥𝑥𝟐𝟐 6 0 1 0 1 0 ---
𝒚𝒚𝟑𝟑 6 3 0 0 -2 1 6/3=2

基底変数 その他 𝒙𝒙𝟏𝟏 𝒙𝒙𝟐𝟐 𝒚𝒚𝟏𝟏 𝒚𝒚𝟐𝟐 𝒚𝒚𝟑𝟑 比の計算
𝒛𝒛 -36 0 0 0 -3 -1
𝒚𝒚𝟏𝟏 2 0 0 1 2/3 1/3
𝑥𝑥𝟐𝟐 6 0 1 0 1 0
𝒙𝒙𝟏𝟏 2 1 0 0 -2/3 1/2



双対問題【例題2】
③主問題の最適化解を求める（シンプレックス法を適用）
基底変数 その他 𝒙𝒙𝟏𝟏 𝒙𝒙𝟐𝟐 𝒚𝒚𝟏𝟏 𝒚𝒚𝟐𝟐 𝒚𝒚𝟑𝟑 比の計算

𝒛𝒛 0 3 5 0 0 0
𝒚𝒚𝟏𝟏 4 1 0 1 0 0 4/0=∞
𝒚𝒚𝟐𝟐 6 0 1 0 1 0 6/1=6
𝒚𝒚𝟑𝟑 18 3 2 0 0 1 18/2=9

• 標準形の最小化問題に直す
𝐳𝐳 = −𝟑𝟑𝒙𝒙𝟏𝟏 − 𝟓𝟓𝒙𝒙𝟐𝟐 最小化
𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝒚𝒚𝟏𝟏 = 𝟒𝟒
𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟔𝟔
𝟑𝟑𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟐𝟐𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟑𝟑 = 𝟏𝟏𝟏𝟏
𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐,𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐,𝒚𝒚𝟑𝟑 ≥ 𝟎𝟎

ピボットの変換(2回）

最適解
𝒙𝒙𝟏𝟏 = 𝟐𝟐, 𝒙𝒙𝟐𝟐= 𝟔𝟔

最適解の値
𝒛𝒛 = 𝟑𝟑𝟑𝟑

基底変数 その他 𝒙𝒙𝟏𝟏 𝒙𝒙𝟐𝟐 𝒚𝒚𝟏𝟏 𝒚𝒚𝟐𝟐 𝒚𝒚𝟑𝟑 比の計算
𝒛𝒛 -30 3 0 0 -5 0
𝒚𝒚𝟏𝟏 4 1 0 1 0 0 4/1=4
𝑥𝑥𝟐𝟐 6 0 1 0 1 0 ---
𝒚𝒚𝟑𝟑 6 3 0 0 -2 1 6/3=2

基底変数 その他 𝒙𝒙𝟏𝟏 𝒙𝒙𝟐𝟐 𝒚𝒚𝟏𝟏 𝒚𝒚𝟐𝟐 𝒚𝒚𝟑𝟑 比の計算
𝒛𝒛 -36 0 0 0 -3 -1
𝒚𝒚𝟏𝟏 2 0 0 1 2/3 1/3
𝑥𝑥𝟐𝟐 6 0 1 0 1 0
𝒙𝒙𝟏𝟏 2 1 0 0 -2/3 1/2



双対問題【例題2】
④双対問題の最適化解を求める（２段階法）

基底
変数

そ
の
他

𝒚𝒚𝟏𝟏 𝒚𝒚𝟐𝟐 𝒚𝒚𝟑𝟑 𝒚𝒚𝟒𝟒 𝒚𝒚𝟓𝟓 𝒕𝒕𝟏𝟏 𝒕𝒕𝟐𝟐 比の計算

𝑤𝑤 8 1 1 5 -1 -1 0 0
𝑧𝑧 0 -4 -6 -18 0 0 0 0
𝒕𝒕𝟏𝟏 3 1 0 3 -1 0 1 0
𝒕𝒕𝟐𝟐 5 0 1 2 0 -1 0 1

• 正準形の最小線形計画問題
目的関数 𝟒𝟒𝒚𝒚𝟏𝟏 + 𝟔𝟔𝒚𝒚𝟐𝟐 + 𝟏𝟏𝟏𝟏𝒚𝒚𝟑𝟑 最小化
   制約条件 𝒚𝒚𝟏𝟏 + 𝟑𝟑𝒚𝒚𝟑𝟑 ≥ 𝟑𝟑

𝒚𝒚𝟐𝟐 + 𝟐𝟐𝒚𝒚𝟑𝟑 ≥ 𝟓𝟓
𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐,𝒚𝒚𝟑𝟑 ≥ 𝟎𝟎

• 標準形の最小化問題（スラック変数と人工変数を導入）
𝐳𝐳 = 𝟒𝟒𝒚𝒚𝟏𝟏 + 𝟔𝟔𝒚𝒚𝟐𝟐 + 𝟏𝟏𝟏𝟏𝒚𝒚𝟑𝟑 最小化
(𝐳𝐳+ 𝟑𝟑𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟓𝟓𝒙𝒙𝟐𝟐 = 𝟎𝟎)
𝒘𝒘 = 𝒕𝒕𝟏𝟏 + 𝒕𝒕𝟐𝟐 最小化（補助目的関数）
𝒚𝒚𝟏𝟏 + 𝟑𝟑𝒚𝒚𝟑𝟑 − 𝒚𝒚𝟒𝟒 + 𝒕𝒕𝟏𝟏 = 𝟑𝟑
𝒚𝒚𝟐𝟐 + 𝟐𝟐𝒚𝒚𝟑𝟑 − 𝒚𝒚𝟓𝟓 + 𝒕𝒕𝟐𝟐 = 𝟓𝟓
𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐,𝒚𝒚𝟑𝟑,𝒚𝒚𝟒𝟒 ,𝒚𝒚𝟓𝟓, 𝒕𝒕𝟏𝟏, 𝒕𝒕𝟏𝟏 ≥ 𝟎𝟎

初期のシンプレックス表



双対問題【例題2】
④双対問題の最適化解を求める（２段階法）
基底
変数

その他 𝒚𝒚𝟏𝟏 𝒚𝒚𝟐𝟐 𝒚𝒚𝟑𝟑 𝒚𝒚𝟒𝟒 𝒚𝒚𝟓𝟓 𝒕𝒕𝟏𝟏 𝒕𝒕𝟐𝟐 比の計算

𝑤𝑤 8 1 1 5 -1 -1 0 0
𝑧𝑧 0 -4 -6 -18 0 0 0 0
𝒕𝒕𝟏𝟏 3 1 0 3 -1 0 1 0 3/3=1
𝒕𝒕𝟐𝟐 5 0 1 2 0 -1 0 1 5/2=2.5

• 標準形の最小化問題（スラック変数と人工変
数を導入）
𝐳𝐳 = 𝟒𝟒𝒚𝒚𝟏𝟏 + 𝟔𝟔𝒚𝒚𝟐𝟐 + 𝟏𝟏𝟏𝟏𝒚𝒚𝟑𝟑 最小化
(𝐳𝐳+ 𝟑𝟑𝒙𝒙𝟏𝟏 + 𝟓𝟓𝒙𝒙𝟐𝟐 = 𝟎𝟎)
𝒘𝒘 = 𝒕𝒕𝟏𝟏 + 𝒕𝒕𝟐𝟐 最小化（補助目的関数）
𝒚𝒚𝟏𝟏 + 𝟑𝟑𝒚𝒚𝟑𝟑 − 𝒚𝒚𝟒𝟒 + 𝒕𝒕𝟏𝟏 = 𝟑𝟑
𝒚𝒚𝟐𝟐 + 𝟐𝟐𝒚𝒚𝟑𝟑 − 𝒚𝒚𝟓𝟓 + 𝒕𝒕𝟐𝟐 = 𝟓𝟓
𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐,𝒚𝒚𝟑𝟑,𝒚𝒚𝟒𝟒 ,𝒚𝒚𝟓𝟓, 𝒕𝒕𝟏𝟏, 𝒕𝒕𝟏𝟏 ≥ 𝟎𝟎

人工変数に対するピボット変換
𝑤𝑤 = 0のとき

𝒚𝒚𝟏𝟏 = 𝟎𝟎,𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟑𝟑,𝒚𝒚𝟑𝟑 = 𝟏𝟏
最小値𝒛𝒛 = 𝟑𝟑𝟑𝟑

基底
変数

その他 𝒚𝒚𝟏𝟏 𝒚𝒚𝟐𝟐 𝒚𝒚𝟑𝟑 𝒚𝒚𝟒𝟒 𝒚𝒚𝟓𝟓 𝒕𝒕𝟏𝟏 𝒕𝒕𝟐𝟐 比の計算

𝑤𝑤 3 -2/3 1 0 2/3 -1 -5/3 0
𝑧𝑧 18 2 -6 0 -6 0 6 0
𝒚𝒚𝟑𝟑 1 1/3 0 1 -1/3 0 1/3 0
𝒕𝒕𝟐𝟐 3 -2/3 1 0 2/3 -1 -2/3 1 3/1=3

基底
変数

その他 𝒚𝒚𝟏𝟏 𝒚𝒚𝟐𝟐 𝒚𝒚𝟑𝟑 𝒚𝒚𝟒𝟒 𝒚𝒚𝟓𝟓 𝒕𝒕𝟏𝟏 𝒕𝒕𝟐𝟐 比の計算

𝑤𝑤 0 0 0 0 0 0 -1 -1
𝑧𝑧 36 -2 0 0 -2 -6 2 6
𝒚𝒚𝟑𝟑 1 1/3 0 1 -1/3 0 1/3 0
𝒚𝒚𝟐𝟐 3 -2/3 1 0 2/3 -1 -2/3 1



双対問題
線形計画問題の標準形を主問題に選ぶことにする

主問題
  目的関数   𝒛𝒛 = 𝒄𝒄𝑻𝑻𝒙𝒙  最小
  制約条件   𝑨𝑨𝑨𝑨 = 𝒃𝒃

𝒙𝒙 ≥ 𝟎𝟎
(問題𝟑𝟑)

双対問題
  目的関数   𝐰𝐰 = 𝒃𝒃𝑻𝑻𝒚𝒚  最大化
  制約条件   𝑨𝑨𝑻𝑻𝒚𝒚 ≤ 𝒄𝒄 (問題𝟒𝟒)

双対問題を最小化の標準形にする
    目的関数   −𝐰𝐰 = −𝒃𝒃𝑻𝑻𝒚𝒚𝟏𝟏 + −𝒃𝒃𝑻𝑻𝒚𝒚𝟐𝟐  最小化
    制約条件   𝑨𝑨𝑻𝑻𝒚𝒚𝟏𝟏 − 𝑨𝑨𝑻𝑻𝒚𝒚𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟑𝟑 = 𝒄𝒄

𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐,𝒚𝒚𝟑𝟑 ≥ 𝟎𝟎 (問題5)

• (問題4）の定数 A,b,c は主問題（問題３）とも共
通

• 双対変数𝐲𝐲は非負条件はない

• 𝒚𝒚 = 𝒚𝒚𝟏𝟏 − 𝒚𝒚𝟐𝟐と置き換える
• 不等式制約𝑨𝑨𝑻𝑻𝒚𝒚 ≤ 𝒄𝒄にスラック変数𝒚𝒚𝟑𝟑 ≥ 𝟎𝟎を導入
• 主問題が標準形なら、双対問題も標準形にできる



双対問題
(問題5)を主問題として、これの双対問題を作ってみる

主問題
  目的関数   𝒛𝒛 = 𝒄𝒄𝑻𝑻𝒙𝒙  最小
  制約条件   𝑨𝑨𝑨𝑨 = 𝒃𝒃

𝒙𝒙 ≥ 𝟎𝟎
(問題𝟑𝟑)

双対問題を最小化の標準形にする
    目的関数   −𝐰𝐰 = −𝒃𝒃𝑻𝑻𝒚𝒚𝟏𝟏 + −𝒃𝒃𝑻𝑻𝒚𝒚𝟐𝟐  最小化
    制約条件   𝑨𝑨𝑻𝑻𝒚𝒚𝟏𝟏 − 𝑨𝑨𝑻𝑻𝒚𝒚𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟑𝟑 = 𝒄𝒄

𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐,𝒚𝒚𝟑𝟑 ≥ 𝟎𝟎 (問題5)

(問題3)と(問題5)は同形とみなすと次の対応になる
（問題3） （問題５）

費用ベクトル                 𝒄𝒄𝑻𝑻 (−𝒃𝒃𝑻𝑻,−𝒃𝒃𝑻𝑻,𝟎𝟎𝑻𝑻)

変数ベクトル   𝒙𝒙
𝒚𝒚𝟏𝟏
𝒚𝒚𝟐𝟐
𝒚𝒚𝟑𝟑

右辺ベクトル b                             c

係数行列 A [𝑨𝑨𝑻𝑻,−𝑨𝑨𝑻𝑻, 𝑰𝑰]

双対変数ベクトル y                            λ



双対問題
(問題5)を主問題として、これの双対問題を作ってみる

主問題
    目的関数   −𝐰𝐰 = −𝒃𝒃𝑻𝑻𝒚𝒚𝟏𝟏 + −𝒃𝒃𝑻𝑻𝒚𝒚𝟐𝟐  最小化
    制約条件   𝑨𝑨𝑻𝑻𝒚𝒚𝟏𝟏 − 𝑨𝑨𝑻𝑻𝒚𝒚𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟑𝟑 = 𝒄𝒄

𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐,𝒚𝒚𝟑𝟑 ≥ 𝟎𝟎 (問題5)

(問題3)と(問題5)は同形とみなすと次の対応になる
（問題3） （問題５）

費用ベクトル                 𝒄𝒄𝑻𝑻 (−𝒃𝒃𝑻𝑻,−𝒃𝒃𝑻𝑻,𝟎𝟎𝑻𝑻)

変数ベクトル   𝒙𝒙
𝒚𝒚𝟏𝟏
𝒚𝒚𝟐𝟐
𝒚𝒚𝟑𝟑

右辺ベクトル b                             c

係数行列 A [𝑨𝑨𝑻𝑻,−𝑨𝑨𝑻𝑻, 𝑰𝑰]

双対変数ベクトル y                            λ

双対問題
    目的関数   𝒄𝒄𝑻𝑻λ  最大化
    制約条件   𝑨𝑨𝑻𝑻λ ≤ −𝒃𝒃

−𝑨𝑨𝑻𝑻λ ≤ 𝒃𝒃
λ ≤ 𝟎𝟎

(問題𝟔𝟔)

• 𝒄𝒄𝑻𝑻λの最大化と−𝒄𝒄𝑻𝑻λの最小化に等しい
• 𝑨𝑨𝑻𝑻λ ≤ −𝒃𝒃かつ −𝑨𝑨𝑻𝑻λ ≤ 𝒃𝒃は𝑨𝑨𝑻𝑻λ = −𝒃𝒃に
等しい

• 𝒙𝒙 = λとおけば(問題5)
双対問題（問題６）は(問題3)と等しい



演習課題
ある工場では、２種類の製品A,Bを生産している。製品Aの利益は4万円/個、製品B
の利益は3万円/個である。

使用する資源は以下の通りである。
• 資源X：製品Aは最大５個まで生産可能（製品Bは消費しなさい）
• 資源Y：製品AとBは合わせて「製品Aの個数＋製品Bの個数」が８個まで
• 資源Z：製品Aを2個、製品Bを1個使うことに、合計10単位まで

製品Aの生産量を𝒙𝒙𝟏𝟏、製品Ｂの生産量を𝒙𝒙𝟐𝟐とする。

① 上記の説明に基づき、主問題（利益最大化問題）を数式で定式化せよ
② 定式化した主問題に対する双対問題を書きなさい（双対変数𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐,𝒚𝒚𝟑𝟑を用いる

こと）
③ 主問題の最適解（ 𝒙𝒙𝟏𝟏,𝒙𝒙𝟐𝟐)と最適値（最大利益）をシンプレックスで求めよ
④ 双対問題の最適解（ 𝒚𝒚𝟏𝟏,𝒚𝒚𝟐𝟐,𝒚𝒚𝟑𝟑）と最適値を２段階法で求めよ
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